


  Les principales sollicitations étudiées précédemment (traction, cisaillement, torsion,...) sont des exemples de contraintes planes.


  L’analyse des contraintes permet non seulement de reproduire les études faites sur les sollicitations simples, mais permet aussi l’étude de cas plus complexes. Le principe consiste à découper la matière en petits cubes élémentaires afin de faire une étude locale.





�((x) : contrainte normale sur la face x


((xy) : contrainte tangentielle sur la face x dans la direction y








  Un équilibre statique de cet élément


permet rapidement d’établir que :





((-x) = -((x)


((-y) = -((y)


((-x-y) = -((xy)


((-y-x) = -((yx)





et aussi	((xy) = ((yx)





�


  On retrouve finalement dans une représentation plane :





















































  Normalement l’analyse d’un état de sollicitation permet de déterminer ((x), ((y) et ((xy)











Contraintes dans une section inclinée.





  Etudions l’évolution des contraintes lorsque le cube de référence pivote d’un angle ( autour de z. On pourra alors, connaissant un état de contrainte dans une direction donnée, en déduire tous les états de contraintes dans n’importe qu’elle direction.�  On a simplement un changement de repère à réaliser.
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  On peut établir les relations :


�EMBED Equation.3���





remarque :	on peut facilement montrer que �EMBED Equation.3����		autrement dit la sommes des contraintes normales agissant sur des faces� 		parallèles d’un même élément soumis à des contraintes planes est constante.� 		(indépendante de ().





Contraintes principales.





  On vient de montrer que les contraintes varient en fonction de l’inclinaison (, or pour le dimensionnement des mécanismes on doit pouvoir trouver l’état de contraintes maximal.














Contraintes normales principales :





Pour avoir les contraintes maximales (x1 ou (y1 , il faut dériver leur expression et�chercher pour quelle valeur de ( ((p angle principal) on annule cette dérivée.


On aboutit à la relation :


�EMBED Equation.3���


Comme on passe de (x1 à (y1 par une rotation de 90°, si (x1 est maximale alors�(y1 est minimale et réciproquement.


�Posons alors :	�EMBED Equation.3���

















	  On obtient finalement :


�EMBED Equation.3���





remarque : on peut montrer, par le calcul, que lorsque l’on atteint (maxi ou (mini , ( est nulle.
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par exemple, en traction (p = 0°  et en cisaillement (p = 45°





Contraintes de cisaillement maximales :





Pour avoir les contraintes maximales (x1y1 , il faut étudier le signe de sa dérivée. On annule cette dérivée pour ( = (c (angle de cisaillement).


On aboutit après calcul à :


�EMBED Equation.3���





	  Ce qui nous donne :


�EMBED Equation.3���





remarque : lorsque l’on a ( = (c , il subsiste des contraintes normales.


�EMBED Equation.3���





Cercles de Mohr.(pour contraintes planes)





  On peut représenter les contraintes à l’aide d’un cercle : le cercle de Mohr
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Méthode de tracé





les axes : 	( en abscisse (>0 vers la droite) et ( en ordonnée (>0 vers le bas)� 		prendre une échelle de contrainte.


le centre C situé à la distance �EMBED Equation.3��� de O.�


le point A de coordonnées ((x ; (xy ).�


le cercle de centre C et de rayon AC.








Recherche des contraintes dans une direction x1 inclinée de (





  Le diamètre AB sert de référence angulaire (( = 0).�  Il suffit alors de tracer l’angle 2( (correspondant à ( sur les facettes).





  Les coordonnées des points sont alors :	A1 ((x1 ; (x1y1 )�						B1 ((y1 ; -(x1y1 )
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�Recherche des contraintes maximales





  On trouve :





(maxi au point D


(mini au point E


(maxi au point F


(mini au point G














Critère de limite élastique.





  Afin de réaliser des composants, on doit lors de la conception s’imposer une limite supérieure aux contraintes sollicitants les matériaux.�  Si le matériau est ductile ou malléable, la référence sera sa limite élastique Re.�  Si le matériau est fragile, la référence sera alors sa résistance à la rupture Rr.�  Cependant lorsque les contraintes sont biaxiales (voir même triaxiales) d’autres critères sont nécessaires. Nous allons en voir quelques uns.








Critères pour matériaux ductiles ou malléables.





Critère de Tresca ou de la contrainte de cisaillement maximale.





Généralement le mode de rupture de ce type de matériaux est le glissement engendré�par les contraintes de cisaillement. On peut écrire :





si (maxi et (mini sont de même signe, alors� 		�EMBED Equation.3���	et	�EMBED Equation.3���


si (maxi et (mini sont de signes contraires, alors� 		�EMBED Equation.3���





	  Graphiquement on peut retrouver ce critère de Tresca, à savoir :
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Critère de Von Mises ou de l’énergie de déformation.





Un matériau, lorsqu’il est déformé par une charge extérieure, tend à stocker de l’énergie interne dans son volume (analogie avec les ressorts).


On aboutit après calcul à la relation :


�EMBED Equation.3���





Graphiquement on retrouve par le critère de Von Mises une zone admissible�elliptique, à savoir :
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	  On peut remarquer que le critère de Tresca est plus sévère que celui de Von Mises.





Critères pour matériaux fragiles.





  Schématiquement, lorsqu’un matériau fragile est soumis à un essai de traction, sa rupture se produit soudainement sans déformation plastique préalable. Les contraintes maximales atteignent la limite à la rupture Rr.





�Critère de Coulomb ou de la contrainte normale maximale.





�EMBED Equation.3���	et	�EMBED Equation.3���











Graphiquement on peut retrouver�ce critère de Coulomb, à savoir :














Critère de Mohr.





Pour beaucoup de matériaux, les résistances à la rupture en traction Rrt et en compression Rrc diffèrent.


Le critère de Mohr, basé sur des essais expérimentaux, prend en compte cette différence.
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Le cercle (A) traduit une sollicitation de compression pure.�Le cercle (B) traduit une sollicitation de traction pure.�Le cercle (C) traduit une sollicitation de cisaillement pure.





	On obtient alors les limites suivantes :
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